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Abstract 

The importance of results of this paper consist in supplying new analytical method for solving the Ignaczak 

tensorial equations, governing the thermodynamical plane state of small elastic strains of the homogeneous, 

isotropic, micropolar elastic solid of 5 material constants of Eringen-Nowacki type, which shortly called   2D (E-

N:5) (Iron plates, copper plates, aluminum plates, .. etc.).  The paper covers the mathematical model of the first 

plane state of small elastic strains of micropolar homogeneous and isotropic solid, of five material constants, 

subjected to temperature field, mathematically proposed by Eringen and Nowacki, and shortly called 2D (E-

N:5).  In paper, for the 2D (E-N:5) considerable body, we generalize the Schaefer vector method to:  

I) The Traditional Description of the 2D (E-N:5) considerable body, 

II) The Ignaczak Description of the 2D (E-N:5) considerable body.  

Subsequently, these results have important applications in material resistance, plate theory, industry ….etc.      

 

Keywords: The superposition Method -The Hooke and Complementary Thermodynamical processes of 

Ignaczak Type – The Micropolar Elastic Solid  2D (E-N:5) subjected to temperature field- The first Plane State 

of Elastic Strain . 
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   ( :  Abstract) ملخصال

التنسورية التي تصف الحالة الترموديناميكية المستوية للانفعالات    Ignaczakتكمن أهميته البحث بأنه يزودنا بطريقة تحليلية جديدة لحل معادلات   

بــ   المعيَّن  المناحي  المرن دقيق الاستقطاب والمتجانس والمتماثل  للجسم الصلب  ، والذي   Eringen-Nowackiثوابت مادية، من نوع    5المرنة 

 ،)الصفائح: الحديدية، النحاسية، الألمنيوم، الفولاذ، ... الخ( 2D (E-N:5) نرمز له اختصاراً بالرمز: 

والخو المناحي  والمتماثل  والمتجانس،  الاستقطاب،  دقيق  الصلب  للجسم  المرنة  للانفعالات  الأولى  المستوية  للحالة  الرياضي  بالنموذج  اضع  يتعلق 

 .  ) E-N:5 2D (، والذي يرمز له اختصاراً بـ  Nowackiو  Eringenثوابت مادية، والمناقش رياضياً من خلال الباحثين  5لحرارة، والمعين بـ 

ً نقدم في هذا البحث    لتشمل: المتجهية،  Schaeferه طريقة متج ل تعميما
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 (I ،الوصف التقليد للجسم المعتبر 

  (II  وصفIgnaczak .للجسم المعتبر 

  وبالتالي يمكن أن تملك نتائج هذا البحث أهمية كبيرة في مقاومة المواد في مخبر المواد و في التصفيح والتسليح، ... الخ. 

 

المفتاحية :Key Words)    الكلمات  التراكيب       (  النظاميت  -طريقة  الترموديناميكييتان  والمتممة  انالعمليتان  الحركة     -  الهوكية  معادلات 

 .   المرنة الحالة المستوية الأولى للانفعالات - ) E-N:5  2D (        الجسم المرن دقيق الاستقطاب - Ignaczakبالإجهادات والحرارة من نمط 

 :( Introduction  )مقدمةال 

متجه   لحSchaeferاستخًدمت طريقة  لمعادلات  ،  الحدية  القيم  مسائل  الجسم    Lameل  الأولى لانفعالات  المستوية  الحالة  ذلك   و   (E-N:5)ضمن 

متجه  من  :  Schaefer  انطلاقاُ 
,

1

2
0,0, u  
 

  
 

 ،)  1 2, ,  تنسور    أن:   علما،  )= النسبي    Civita-Leviهو شبه 

بالوزن
1

2
على الفضاء الاقليدي ثنائي البعد  

2R [5] . 

للانفعالات المرنة للجسم من النموذج    Lameحل مسائل القيم الحدية لمعادلات    بنفس الطريقة تم     (E-N:5)للحالة ثنائية البعد المتناظرة محورياً 

للحالة ثنائية البعد وكذلك الحالة ثلاثية البعد    Lameمسائل القيم الحدية لمعادلات  ى إمكانية حل نفس هذه المسائل، )  أشار نفس الباحثين إل  ، و  [5,6]

 . ( [6]حقل لدونة  و  بوجود حقل درجات حرارة،  (E-N:6)  للانفعالات المرنة للجسم من النموذج

  ً للحالة المستوية الأولى  Lameلمعادلات   الابتدائيةفي حل مسائل القيم الحدية و  Schaeferباستخدام طريقة متجه    Dyszlewiczقام الباحث   أيضا

وضع الباحث    1963في عام  وبما يتوافق مع الحالة الترموديناميكية غير متساوية الحرارة لهذا الجسم.    (E-N:5)للانفعالات المرنة للجسم من نوع  

مزودة بشروط حدية وشروط ابتدائية    معادلة تنسورية واحدة بالإجهاداتالصلب المرن من خلال    Hookeوصفاً جديداً لجسم     Ignaczakالبولندي

 . [9]إلى جسم صلب مرن أكثر تعقيداً  السابقالوصف بتعميم  1971قام نفس الباحث عام و مصاغة بطريقة معينة.و

 ( (E-N)بتعميم ذلك إلى الجسم الصلب المرن من نوع  Dyszlewiczو  Al-Hasanقام الباحثان  2014و   2004و  2001و  1991في الأعوام: 

 . [1,5]لأجل الحالة الفراغية والحالة المستوية الأولى للانفعالات المرنة   ، الخاضع لحمول ترموميكانيكية، )  Eringen-Nowackiاختصار لـ: 

البحثين    Discussion) :)المناقشة نتائج  من   متجه    [5,6]انطلاقا  بطريقة  مسألة    Schaeferالمتمثلة    ) E-N:5  2D  (للجسم    Lameفي حل 

بسيطة الترابط ومحدودة في المتنوعة الاقليدية   الخاضع لحرارة ويشغل في لحظة البدء منطقة  
2R  سنقوم  بتعميم طريقة متجه ،Schaefer 

بسيطة الترابط في المتنوعة   الخاضع لحرارة  ويشغل في لحظة البدء المنطقة    ) N:5-E  2D  (         للجسم  )العام(إلى مسألة الوصف التقليدي  

الاقليدية  
2R  تنسور.  وباستخدام تعميم الأسلوب السابق  سنقوم باستنتاج طريقة  Schaefer    من أجل معادلاتIgnaczak    بالإجهادات والحرارة

 .) E-N:5 2D (والتي تصف الجسم المعتبر

    .[5,1] سنناقشهما في البحثالمسألتين اللتين فيمايلي نعرض  

المتجانس والمتماثل المناحي والخاضع   ) E-N:5 2D (للحالة الترموديناميكية للجسم المرن  Ignaczakووصف  مسألتا الوصف التقليدي 

المحدودة في  المتنوعة  لحرارة ضمن الحالة المستوية الأولى للانفعالات المرنة حيث يشغل الجسم في لحظة البدء المنطقة بسيطة الترابط 

الاقليدية ثنائية البعد 
2R: 

,الأدلة اللاتينية نفرض  أن كافة   , , ....i j k    1تأخذ القيم , 2 , ,، وأن كافة الأدلة الإغريقية  3 , , ....      1تأخذ القيم , . ونعتمد 2

البعد    Einsteinرموز ثلاثية  الإقليدية  المتنوعة  في 
3R    البعد ثنائية  الإقليدية  المتنوعة  وفي 

2R لتكن  ،321 xxxO ديكارتية إحداثية  جملة 

1قائمة ، ومباشرة، وعطالية، وقاعدتها هي   2 3( , , )e e e ،   من أجل الحالة المستوية الأولى للانفعالات المرنة للجسم المدروس تكون كافة

الترموديناميكية  ، حيث توصف العملية  3xالحقول التنسورية التي تحكم الحالة الترموديناميكية للجسم المعتبر مستقلة عن الاحداثي الديكارتي الثالث 

المناحي   والمتماثل  المتجانس  المعتبر  التنسورية: للجسم  الحقول  خلال  )من  , , , , , , ) μ κu      أن متجهيان   و    uحيث  حقلان 

:0مستقلان، هما على الترتيب  حقل الإزاحات وحقل التوجهات   T T = الحرارة المطلقة في الجسم و Tحقل سلمي يمثل تغير الحرارة ،    −

0T  حرارة الحالة الطبيعية له، و, , ,μ κ  ، حقول تنسورية من المرتبة الثانية هي على الترتيب: حقل إجهادات القوة،  حقل إجهادات العزم ،

   حقل الانفعالات، و حقل الانفعالات دقيقة الاستقطاب.

بــــ   Tإذا رمزنا  ] 0 , [:+ =بـ و   ،[ 0 , [T : =   الشي نفس  كأنها  الرمزين  بين  الفرق  في ،شو  السابقة  الحقول  تمًثلّ  أن  فيمكن 

T+   وفي النظام الإحداثي الديكارتيie :على الشكل التالي ، 

(1.3)                                1 2 3 )( , , 0 ) , ( 0 , 0 ,u u  u   
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(3.2                              )

11 12 13

21 22 23

0 0 0

0 , 0 0

0 0 0 0 0 0

κ

κ

 

 

   
   

 
   
      

κ 

(3.3                        )

11 12 13

21 22 23

33 31 32

0 0 0

0 , 0 0

0 0 0

  

  

  

   
   

    
   
   

  

 حيث: 

(3.4                   )
33 3 3,T  

  
     

   

−
= −  =

+ +
  

أن: كما 
2( )




 
=

+
نسبة     و Poissonتمثل   ،(3 2 )T tν a = و+  ،ta  و للجسم،  الحراري  الخطي  التمدد  معامل  هو 

, , ,μ λ γ ε +R    :للموضع تتبع  السابقة  العلاقات  في  الموجودة  المركبات  جميع  أن  إلى  ننوه  أخيراً  المدروس،  للجسم  مادية  الثوابت 

1 2( , )x x x وللزمنt. 

 والابتدائية التالية: يتألف من المعادلات والعلاقات الأساسية والشروط الحدية وهو الوصف التقليدي: أولاُ:  

T+معادلات الحركة، المحققة في       : 

(5.3   )          , 3, 3 3 ,    X ρ u Y J            + =  + + = 

 علماً أن:

,ρ J  هي على الترتيب الكثافة الحجمية  والعطالة الدورانية للجسم المعتبر : 

 1 2( )0, ,X XX   حقل القوة الحجمية : 

3( )0 , 0 ,YY حقل العزم الحجمي : 

للموضع:   بالنسبة  الجزئي  للمشتق  الدليلية  الفاصلة  بواسطة  ,نرمز 

f
f

x



=


للزمن:    بالنسبة  الجزئي  للمشتق  بالنقطة  نرمز  كما   ،

tff  . 

الرموز    تمثل المركبات الديكارتية لتنسورCivita-Levi   :النسبي من المرتبة الثانية مع الوزن
1

2
w =. 

Tالمحققة فيمعادلات انسجام الانفعالات      : 

 (6.3 )                 
23, 1 13, 2 13 21 , 1 11 , 2

23 12 , 2 22 , 1

0 , 0 ,

0

κ κ κ

κ

 

 

− = − + =

+ − =
 

T+العلاقات الهندسية المحققة في     : 

(7.3                               ), 3 3 3,,      u κ         = + = 

Tالعلاقات التأسيسية المحققة في      : 

(8.3)           
1

3 3

( ) ( ) ( ) ,

( )

Tγ e

κ

       

 

        

  

= + + − + − 

= +
 

حيث  +R  1الثابت المادي الخامس للجسم وe γ  =  أما   ،فهو رمز دلتا كرونيكا 

T+معادلات الحرارة والانفعال المحققة في   : 
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(9.3)                                      , 0 1

1
θ

Q
η e

κ κ
  −  − = − 

حيث  :                              
0

0 0

0
0 ,     ,  T

λ ν TκW
Q κ η

λ λc
= = =



  

معامل التوصيل   0λكمية الحرارة المشكَلة في وحدة الحجم ووحدة الزمن   Wيمثل المصادر الحرارية في الجسم المعتبر  و Qمع العلم أن  

1eتمثل الحرارة النوعية من أجل تشوه ثابت، كما أن:  cالحراري  γ  =، 

Tالشروط الحدية المحققة على      : 

(10.3)                             
 3 3,  =   ,   θn p n m     = =  

)]3 حيث التوابع   , , ): ]Tp m  →  R  مفروضة  و  تمثل الحدود الملساء للمنطقة( =  ) 

1أما: 2 0( , , )n nn   فهي المركبات الديكارتية لمتجه واحدة ناظم   والموجه نحو خارج. 

 :{0}الشروط الابتدائية المحققة في    

(11.3                    )  3 3 3 3,   , θ  , ,  u f f   u g g    = = == = 

حيث التوابع  
3 3[( , , , , ) : ]f f g g  → R .مفروضة  

للجسم    Ignaczakوصف  ثانياً:   والحرارة  والشروط  وهو  :  ) E-N:5  2D  (بالإجهادات  الأساسية  التنسورية  والعلاقات  المعادلات  من  يتألف 

 : [1]الحدية والابتدائية التالية 

T+معادلات الحركة بالإجهادات والحرارة، المحققة في      : 

(12.3)                 

1 1
, 3 [ ]( )

1

1 1

2 2

1

2
                                       ( ) 0 ,T

R J R σ σ

λ e

      

 


 

 


− −+  − + +

+ −  =

 

(13.3)                                         
2
4 3, 3 0 ,R μc  − = 

(14.3)                                  , 0 1

1
θ

Q
η e

κ κ
  −  − = − 

 حيث: 

        

3 3 3 , 3 3,

1 1 4

1 1
2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

( ) , ( ) , ,
( ) ( )

T T

R R X R R Y R R

e σ e σ
μ λ μ λ J

c

            

   

  

 
 

= + = + = = +

+
+  +  =

+ +
= =

 

)أخيراً  )σ   و  [ ]σ     على الترتيب، هي الجزء التناظري والجزء التناظري العكسي لـــ،σ   ؛

              

               [ ]( )

1 1

2 2
( ) , ( )σ σ σ σ σ σ           = + =  ؛  −

Tالشروط الحدية المحققة على     : 

(15.3)                           
 3 3,  =   ,   θn p n m     = =  

 :{0}الشروط الابتدائية المحققة في    

(16.3)                            

0 0

0 0

( ) ( )

( ) ( )

, , ,

,

= =

= =

 =μ μ

μ μ

 

 
  

 حيث: 
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(173.)

                

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( )
11 12 13

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 22 23

( ) ( ) ( )
33 31 32

0 0 0

0 , 0 0 ,

0 0 0

  

  

  

   
   

    
   
      

μ 

 

(183.)

                 

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( )
11 12 13

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 22 23

( ) ( ) ( )
33 31 32

0 0 0

0 , 0 0 ,

0 0 0

  

  

  

   
   

    
   
      

μ 

 علماً أن:

(193. )                    
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )

33 3 3, ,T  

  
     

   

−
= − =

+ +
 

(203.  )

       

00 0 0 0 0( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,33 0 1 3 3[ ] ,T Q η e   

  
       

   

−
= − + − =

+ +
 

 وأن:

(21.3)

            

0 0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
,3 3, , 3 1

( ) ( ) [ ] ,

( ) , , ,

Tγ γ e

f γ f f e f

       

        

       

  

= + + − + −

= + = −  =
 

 وأن:

(22.3)

           

0 0 0

00

0 0 0

( ) ( ) ( )

( )( )
,0 1

( ) ( ) ( )
,3 3, , 3 1

( ) ( )

{( ) [ ] } ,

( ) , , ,

T T

γ γ

η e Q

g γ g g e g

     

  

        

    

     

  

= + + − +

+ + − +

= + = −  =

 

أخيراً:  
0( )

Q تمثل القيمة الابتدائية للمصادر الحرارية ؛ 

Tالعلاقات التأسيسية العكسية، المحققة في     : 

(23.3)          

[ ]( ) 1

3 3 1

1 1 1

2 2 2

1 1
2

2

( ) ,

, ( ) ,
( )

T

T

γ σ σ λ e

κ e σ
μ λ

      

  

 
  

 
 

= + − − 

= + 
+ +

=

 

Tالعلاقات التي الإزاحات والدورانات بدلالة الإجهادات ، والمحققة في     : 

(24.3   )                          
1( ) ,u g t f t R   −= + +      

(25.3          )                     
1

3 3 3 3( ) ,g t f J t R −
= + +  

:  [10] تعني الطي حيث النجمة   

0

( ; ) ( ) ( ; )

t

t f t t τ f τ d τ = −x x  

   بمايلي: البحث قمنافي هذا    

 ، سنفرض فيه أن:  ) E-N:5 2D (( للجسم المعتبر 12 .3)-Ignaczak (25.3)(، و وصف 1.3) -( 11.3في كلٍ من الوصف التقليدي )        

(62.3                        )

0 0 0

0 0 0

0 0

+  ,  +  ,  ,

+  ,  +  ,  +   ,

+   , +  , 

= = +

  = = =

 = =

  =  

μ μ μ

κ κ κ Y Y Y

u u u

     

  
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حيث الحقول  
0 0 0 0 0 0 0(  ,   ,  ,   ,   ,   , ) μ κu    و

0Y  تتعلًّق بالمرونة الخطية الحرارية، الكلاسيكية والديناميكية المترابطة ،

)( ضمن الحالة المستوية الأولى للانفعالات المرنة لهذا الجسم، أما الحقول   Hooke) موديل    ,  , ,   ,  ,  , )      μ κu      وY 

 .Hookeفهي الحقول المتممة، أو الزائدة عن حقول الجسم 

  

  )العام(إلى حل مسألة الوصف التقليدي   Schaeferتعميم طريقة متجه  -1
 : ) E-N:5 2D (للجسم    

A.  مسألة القيم الحدية والابتدائية المتعلقة بالحقول

0 0 0 0 0 0 0( , , , , , , ) μ κu  : 

 نحصل عليها باتباع ما يلي.  

من المعادلتين   
1

 (، نحصل على:9.3و) (3.5)

T+معادلات الحركة، المحققة في              : 

(27.3)                                       
0 0

,  ,X ρ u    + = 

T+معادلة الحرارة والانفعال، المحققة في          : 

1
(3.28)                                 

0 0 0
, 0 1

1
θ  ,

Q
η e

κ κ
  −  − = − 

حيث  :  
0 0 0

,1e u  = =  ، 

 التي تكتب بالشكل المبسط التالي: 

2
(3.28)                                   

0 0

0 1D  ,
Q

η e
κ

 − = − 

1  حيث:

1
D tκ
=  −   1و  ( :هو مؤثر لابلاس الاشتقاقي السلمي ثنائي البعد

2 2

1 2 2
1 2x x

 +
 

 
= ، ) 

  :T(، نحصل على المعادلات التالية المحققة في6.3)من معادلات توافق الانفعالات   

1
(3.29)              

0 0 0 0 0

0 0 0

23, 1 13, 2 13 21 , 1 11 , 2

23 12 , 2 22 , 1

0  , 0 ,

0  ,

κ κ κ

κ

 

 

− = − + =

+ − =
 

 التي إذا حذفنا منها انفعالات العزم ، الكلاسيكية ، فإننا نحصل فقط على معادلة واحدة؛ هي: 

 : Tمعادلة توافق الانفعالات  التقليدية، المحققة في   

2
(3.29)                             

0 0 0

11 , 22 22 ,111 12 , 122 0  ,  + − = 

T+(، نحصل على العلاقات الهندسية الكلاسيكية التالية، المحققة في 7.3ومن العلاقات الهندسية )    :    

1
(3.30)                          

0 0 0 0 0

, 3 3 3,,      u κ         = + = 

التي اعتمادا على  تعريف الدوران الكلاسيكي )
0 0
3 ,

1

2
u    =   :وبمساعدة العلاقة ، ) 

2
(3.30)

                                                
               = −  

أي من(فإن العلاقة الأولى منها 
1

 تعطينا:   )(3.30)

T+العلاقات الهندسية الكلاسيكية، المحققة في         : 

 
3

(3.30)                                   
0 0 0

, ,

1

2
( ) , u u      = + 
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  (وهنا يتضح تناظر حقل الانفعالات التنسوري، الكلاسيكي 
0 0

    =(  ، 

T(، نحصل على العلاقات التأسيسية الكلاسيكية التالية، المحققة في  8.3من العلاقات التأسيسية)        : 

1
(3.31)

   

0 0 0 0 0

0 0

1

3 3

( ) ( ) [ ] ,

( )

Te

κ

       

 

         

  

= + + − + − 

= +
 

حيث:  
0 0

1e =  ، 

وكون أن تنسور الانفعالات الكلاسيكية 
0

   :متناظر ، فإن العلاقة الأولى من العلاقات السابقة تعطينا 

Tالعلاقات التأسيسية الكلاسيكية التالية، المحققة في          : 

2
(3.31)                          

0 0 0 0

12 [ ] ,Te          = + −  

حيث:  
0 0

1e =  ، 

 (، نحصل على:10.3من الشروط الحدية )      

Tالشروط الحدية الكلاسيكية المحققة على     : 

(32.3)                                      
0 0  ,  θσ n p   = =  

 ( ، نحصل على: 11.3ومن الشروط الابتدائية )     

 :{0}الشروط الابتدائية الكلاسيكية المحققة في  

(33.3              )                   
 

0 0 0,  θ  , u f  u g   = = = 

 . ) E-N:5 2D (( بالمسألة الكلاسيكية للجسم 27.3)-(33.3تمثل المسألة ) 
B.  مسألة القيم الحدية والابتدائية للحقول المتممة

( , , , , , , )     μ κu  
 : )الزائدة(

 نحصل عليها باتباع ما يلي.  

 بدايةً تلزمنا المعادلة المساعدة التالية: 

(34.3  )                    
0 0

3, , 32 24

      1

2
X J      

 
+  = 

    حيث:
2 1

2
( ) tρ = +  −    و

4 1

2
( ) 4 tε J = +  − −  أما ،  

2
  



و
4

  



، فهما على  

0بعد تعويض  4و   2الترتيب:   =. 

T+محققة في ( 34.3إن ) [5] . بسهولة يمكن ملاحظة أن هذه المعادلة تنتج عن المعادلة : 

                                         
0

3 ,2

  

2 0X   



+ = 

وعن العلاقة الهندسية الثانية في 
1

وعن العلاقة التأسيسية الثانية في  (3.30)
1

(3.31). 

)للحصول، الآن، على المعادلات للحقول  المتممة                        , , , , , , )     μ κu  )نتبع الآتي . تطبيق المؤثر   )الزائدة



2
  

المعادلة على طرفي 
2

T+فنحصل بذلك على المعادلة التالية ) في: (3.5)  :) 

(35.3 )        3, 3 , 32 24

      1ˆ( )
2

Y X J           
 

 + + +  = 
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3                             حيث:  3 ,2 4

  
1ˆ  
2

Y Y X   

 

= −        

المعادلتين ( وعن 3. 34( و) 3. 35ينتج الآن عن )     
1

)( ، أن مجموعة الحقول المتممة 9.3و)(3.5) , , , , , , )     μ κu     يحقق نظام

 : T+، التالي في )الزائد(المعادلات، المتمم 

(36.3 )                 

,

3, 3 32 2

0 1

ˆ  ,

    
ˆ( )  ,

ˆ
Dθ  ,

X ρ u

Y J

Q
η e

κ

   

     



  

 + =

 
   + + =

 − = −

 

1e,حيث:   u    = =  ، 

 (، نحصل على: 6.3من معادلات توافق الانفعالات )  

Tمعادلات نوافق الانفعالات، المتممة، التالية، المحققة في      : 

(37.3)                  
23, 1 13, 2 13 21 , 1 11 , 2

23 12 , 2 22 , 1

0 , 0 ,

0

κ κ κ

κ

 

 

    − = − + =

  + − =
 

 (، نحصل على:7.3ومن العلاقات الهندسية )  

T+العلاقات الهندسية، المتممة، المحققة في     : 

(38.3         )                , 3 3 3,,      u κ             = + = 

 (، نحصل على:8.3ومن العلاقات التأسيسية )  

Tالعلاقات التأسيسية، المتممة، المحققة في    : 

(39.3)

           

1

3 3

( ) ( ) ( ) ,

( )

Tγ e

κ

       

 

        

  

    = + + − + − 

 = +
 

1eحيث:   γ   =  ، 

 (  نضيف الشروط الحدية والابتدائية، التالية: 36.3) -(39.3إلى معادلات الحقل والعلاقات )  

Tالشروط الحدية، المتممة ) على      : ) 

(40.3)                          
0

3 3 30  ,    ,   θσ n n m m     = = − =  

 :{0}الشروط الابتدائية، المتممة، المحققة في     

(41.3    )          
0 0

3 3 3 3 3 30 ,    , θ 0 , 0 ,  u f f   u g g      = − = = −= = 

حيث المقادير: 
0

3m  و
0

3f و
0

3g ( 33.3تنتج عن حل مسألة القيم الحدية والابتدائية التقليدية)-(وعن العلاقات التقليدية ، وعن العلاقات:  27.3 ) 

               

0

30 0 0

0 03 3 3( ) lim ( , ) , ( ) lim ( , ) ;
t t

f t g t
t




→ →
= = 




x x x x x    

   .) N:5-E 2D (للجسم  )الزائدة(( بالمسألة المتممة 36.3)-(41.3تمثل المسألة )  

         ( الكلاسيكية  والابتدائية  الحدية  القيم  مسألة  الكلاسيكية 27.3) -(33.3بحل  الحقول  على  (،نحصل 
0 0 0 0 0

3( , , , , )θu ε σ      بعدها  .

مابين تربط  التي  الهندسية  العلاقات  وبمساعدة 
0

3    و
0

3κ  نحصل على
0

3κمابين تربط  التي  التأسيسية  العلاقات  باستخدام  بعدها   .
0

3κ  و 

0

3  نحصل
0

3. 
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المتممة          والابتدائية،  الحدية  القيم  مسألة  المتممة 36.3) -(41.3)  )الزائدة(وبحل  الحقول  على  نحصل   )

3 3 3( , , , , , , )u γ κ              ( العلاقات  باستخدام  أخيراً  و)3.4.  الحل26.3(  على  نحصل   ،)

( , , , ,  , , ) μ κu   (  3. 11لمسألة القيم الحدية والابتدائية الأصلية )-  (1.3  .) 

-E (للجسم    Ignaczakإلى وصف  Schaeferتعميم طريقة متجه  -2

N:5 2D ( : 

 

A-  مسألةIgnaczak    للقيم الحدية والابتدائية للحقول
0 0 0 0 0 0 0( , , , , , , ) μ κu  : 

 نحصل على هذه المسألة باتباع ما يلي. بدايةً ، لنسمي:  

(42.3)         
1

, , ( ) 1

1 1

2 2

1
( ) ( )

2
TR R σ λe         

 

−= + − + −  

 التنسوري، والذي هو حقل تنسوري من المرتبة الثانية، ومتناظر. Schaferبحقل 

T+( تكتب في12.3التنسورية ) Ignaczakلنلاحظ، الآن، أن معادلة    1، بالشكل: 

(43.3)           
1 1

[ ] , , 3

1

2

1
( ) 0

2
σ R R J R         



− −+ + − +  = 

 فإذا كتبنا: 

(44.3             )                           
0

       = + 

حيث  
0

 هو الجزء الكلاسيكي و   الجزء المتمم لحقلSchafer   التنسوري ،    

الكلاسيكية بالتوابع المجهولة الكلاسيكية:   Ignaczakنحصل، الآن، على معادلات    
0

  و
0  بوضع ،

0 0  (، 42.3في المعادلة ) =

 (، فنحصل على: 14.3وبعزل الجزء الكلاسيكي من المعادلة )

T+الكلاسيكيتان، الحركة، والمحققان في  Ignaczakمعادلات         :     

(45.3  )                 
0 0 0 0 02

2 , , 1( ) ( ) 0 ,ˆ
TR R σ λec        + − + −  = 

(46.3)                                
0 0 0
, 0 1

1
θ  ,

Q
η e

κ κ
  −  − = − 

 حيث:  

   

          

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

,

2
1 1 2

1 1
2 2

2 2

ˆ ˆ, ,

( ) , ( ) ,
( ) ( )

ˆ
T T

R R X R

e σ e σ
μ λ μ λ

c

      

   




 



= + =

+  +  =
+ +

= =
 

 (:     45.3)  -(46.3) لأجل جملة المعادلتين ( ، نحصل على الشروط الحدية التالية، 15.3من الشروط الحدية )   

Tالشروط الحدية، الكلاسيكية، المحققة على  : 

(47.3)                                    
0 0  ,  θσ n p   = =  

( ، نحصل على الشروط ، الابتدائية، الكلاسيكية، التالية لأجل حقل الإجهادات الكلاسيكية 16.3)  -(22.3ومن الشروط الابتدائية )     
0σ  وحقل

درجات الحرارة الكلاسيكي 
0θ( 46.3، المحققين لجملة للمعادلتين )-  (45.3                    :) 

 
التنسورية    1 المعادلة  الشكل:(3. 12) إن  تملك   ،  0L

 
بالشكل: = كتبناها  الكلاسيكية،  المعادلات  على  الحصول  أجل  ومن   ،

( ) [ ]
0L L

   
+ هنا: (= حيث 

( )
L   

 بهدف)= وذلك  الجزء:  تخصيص  ، 
( )

0L
 

ينتج  ل  = بدوره  هذا  الكلاسيكية.  الحقول  يصف 

 . بـ   وكلبـ  طرفها الأيسر باستبدال كل  ريتغي  لا معادلات الإجهادات والحرارة ، الكلاسيكية، عن حقيقية أن 
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(48.3)                   
0 (0) 0 0 (0)sym , θ , sym ,= = =     

يدل على الجزء التناظري؛ symحيث الرمز 
( )

T1
sym ( )

2
i ji j= e e =  +   ؛  بالتالي تأخذ الشروط الإبتدائية السابقة

 :{0}الشكل الديكارتي التالي في 

(49.3         )                                

00 (0) 0 0

00 (0) 0

( )
33 33( )

( )
33 33( )

, , θ ,

, ,

σ σ σ

σ σ σ

 

 





= = =

= =
 

 حيث هنا:  

(50.3)

      

0 0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 33( )

( ) ( )
,, , 1

2

1

2

[ ] , ,

( ) , ,

T Te

f f e f

    

      


         

 



= + − = −
+

= + =

 

 و:

(51.3)           

      

00 0 0

00 0 0

0 0

( )( ) ( ) ( )
,0 1( )

( )( ) ( ) ( )
,33 0 1

( ) ( )
,, , 1

2

1

2

{( ) [ ] } ,

[ ] ,

( ) , ,

T T

T

η e Q

Q η e

g g e g

    

 

      

        


     

 



= + + − +

= − + −
+

= + =

 

من العلاقات   
1

   ، نحصل على: (3.23)

العلاقات التأسيسية الكلاسيكية محلولةً بالنسبة للانفعالات الكلاسيكية   
0ε  المحققة في ،T : 

(52.3)                     
0 0 0 0

12 ( ) ,Tλ e         = − −  

حيث:  
0 0 0

1

1
2

2
( )

( )
Te σ

μ λ
  + 

+
=  ، 

كما نحصل من العلاقات 
2

T، على العلاقات التأسيسية محلولةً بالنسبة لانفعالات العزم، الكلاسيكية ) في(3.23) :) 

(53.3)                                             
0 0

3 3

1
,κ  

=
+

        

( ومن تعريف الدوران الكلاسيكي 24.3من العلاقات )  
0

3 ) 
0 0
3 ,

1

2
u    =  ( :نجد ، 

العلاقات التالية التي تعطينا الإزاحة الكلاسيكية     
0u والدوران الكلاسيكية

0 فيT وفقاً لوصف ،Ignaczak: 

(54.3      )                          
0 01( ) ,u g t f t R   −= + +  

(55.3      )                    
0 01

,3

1
[ ( )]

2
g t f t R      −=  + +  

نعيّنٍ انفعالات العزم، الكلاسيكية    
0

ijκ   : في ( من العلاقة التاليةT: ) 
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(56.3)                          
0 01

,3

1
[ ( )]

2
κ g t f t R       −=  + +  

Tالتفاضلي التالي ) في -( تملك الشكل التكاملي45.3) -(3. 46معادلات الحركة بالإجهادات والحرارة )  )  ([2,3] :) 

(57.3)

             

0 0 0 0 0

0 0 0
0

0

0
0

2
2 , , 1

, , , ,

, 1

,

1

1 1

( ) ( )

[ ( ) ( ) ] ,

( ) ( ) ( )

 ( ) ( )  ( )

ˆ

                

T

t

t

t R t R σ λe

g g t f f

,τ d τ ,t η e ,t
κ

η f Q ,τ d τ
κ κ

c        

       

 

 

 





 +  − + −  =

= − + + +

−  − =

= − − − 

x x x

x x x

     

حيث:  
0 0 0

1

1
2

2
( )

( )
Te σ

μ λ
  + 

+
=. 

 (. 48.3( و)3.-(45(46.3( تكافئ مسألة القيم الابتدائية )57.3بسهولة يمكن التأكد من أن المعادلات السابقة )      

)بهدف إيجاد معادلات الحقول الزائدة   , , , , , , )     μ κu    :تلزمنا المبرهنة المساعدة التالية 

 مبرهنة مساعدة:      

 العلاقاتو  ( 53.3)( و3. 56( وعن العلاقات )75.3(التفاضلية -ينتج من المعادلات الكلاسيكية، التكاملية 
2

أن الحقول الكلاسيكية  ، (3.30)

0 0 0 0 0 0 0( , , , , , , ) μ κu    :تحقق المعادلات التالية ، 

Tالمعادلة التالية في  .1 : 

(58.3)                 
01

, ,2

  

[ ( )] 0 ,g t f t R X        −


 + +  + = 

T+المعادلة التالية في  .2 : 

(59.3)                       
0 01 1 1
3 , ,2 4 2

1 1

2 2

      
ˆJ R J X R       − − −

  

+  =   

   حيث:
0 0

3 3,R̂  = ، 

T+المعادلة التالية في  .3 : 

(60.3)

  

 

           

0 0 01 1
, , 32 2

1
,4

1

2

1

2

    
ˆ( )

  

                                                       

ρ R R J R

J X

     

    

− −

−

 

− −  =



 

    

T+المعادلة التالية في  .4 : 

(61.3   )                  
0 02 2

,4 3 , 3 42 4

1

2

    

( ) 0c R c X     
 

− +  = 

 البرهان:     
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في المعادلة   بـ  وكل  بـ  باستبدال كل  .1
1

x، من ثم باشتقاق طرفي المعادلة الناتجة، جزئياً بالنسبة ل ـ(3.57)   نحصل ،

 ، (58.3)بعد الاختصار والتبسيط مباشرةً على المعادلة 

x، من ثم باشتقاق المعادلة الناتجة جزئياً بالنسبة لـ  بـ  وكل  بـ   (، باستبدال كل 58.3في المعادلة ) .2   وبالاستفادة ،

 ، نحصل مباشرةً على: (3. 56)من

(62.3)                                             ,32

  

2 0 ,X    


+ = 

 ، نحصل على المعادلة: (53.3)الآن، بتعويض العلاقة 

(63.3)                                 
0

,32

1

2

  

( ) 0 ,X     


+ +  = 

 ، (59.3)، نحصل على المعادلة المطلوبة  (58.3)، من ثم بالاستفادة مرةً أخرى من المعادلة xوباشتقاق الطرفين جزئياً بالنسبة لـ  

كل    (3. 59)في   .3 بـ  بـ    وكل    بـ    نستبدل  الناتجة  العلاقة  طرفي  نضرب  ثم  من   ،  العلاقة من  نستفيد  ثم  ومن   ،

2
 (، 3. 60العلاقة المطلوبة )، فنحصل مباشرة على (3.30)

 ، فنجد:   x، من ثم نشتق المعادلة الناتجة بالنسبة لـ بـ  وكل   بـ   أيضاً، نستبدل كل  ( 59.3)في  .4

(64.3)                                                                             

0 01 1 1
, ,3 ,2 4 2

1 1

2 2

      
ˆJ R J X R          − − −

  

+  =   

     .  (61.3)،على المعادلة المطلوبة (64.3)(، نحصل من المعادلة 53.3و) (56.3)الآن، باستخدام العلاقتين 

B-  مسألةIgnaczak  الزائدة(للقيم الحدية والابتدائية للحقول المتممة(:( , , , , , , )     μ κu    : 

σ,3للحركة بلغة الإجهادات المتممة Ignaczakمن أجل الحصول على معادلات      μ  
   وحقل درجات الحرارة المتممθنطبق المؤثر ،

2

  

، فنحصل على المعادلتين التاليتين )المحققتين   ( 12.3)( ، وعلى طرفي المعادلة  (43.3)) بعد كتابتها بالشكل  (12.3)على طرفي المعادلة  

T+في  :) 

(65.3)

                 

1
[ ] , ,2

1
3

1

2

  
1

{ ( )
2

} 0 ,

σ R R

J R

      

 

 


−

−



+ + − +

+  =

 

(66.3)                                      
2
4 3, 32

  

( ) 0 ,R μc  



− = 

، ثالثاً: المعادلة (61.3)بمساعدة المعادلة    (66.3)، ثانياً: المعادلة    (3. 60)و  (45.3)بمساعدة المعادلتين    (65.3)ولنلاحظ الآن، أنه: أولاً: المعادلة   

 ، تعطينا جميعا:          (14.3)

T+للحركة بلغة الإجهادات المتممة والحرارة المتممة، والمحققة في  Ignaczakمعادلات      : 

(67.3)                  

1 1
, 3 [ ]( )2 2

1

1

2 2

    
1

{

1
                                           ( ) } 0 ,

2
T

R J σ σ

λ e

      

 


 

 


− −
 

  +  − +

 − −  =

R
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(68.3            )                                               
2
4 3, 32

  

0 ,μc  


 = −R 

(69.3         )                                0 1

ˆ
D ,

Q
η

κ
e − = − 

 

,               حيث : 
ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0 ,R R X R σ X      

   + = =                       

3               و    3 3 3 3 3 3,2

  
ˆ ˆ ˆ, ,ˆ ˆ

iY R R       


   + =  +  = =R R R        

3                 و             3 ,2 4

  
1 ˆˆ  , 0
2

Y Y X Q   

 

= −  =                                   

                        أما: 
1 1

1 1
2 2

2 2
( ) , ( )

( ) ( )
T Te σ e σ

μ λ μ λ
         +  + 

+ +
= =  ، 

      ( ، نحصل على: 15.3من الشروط الحدية )       

Tالمتممة، والمحققة علىالشروط الحدية،     : 

(70.3)                       
0

3 3 30  ,    ,   θσ n n m m     = = − =  

  حيث أن:
0 0

3 3m n= والتي فيها تنتج ،
0

3  (53.3)وعن العلاقة  التأسيسية الكلاسيكية  (56.3)عن العلاقة ، 

 (، نحصل على: 3. 16)  -(22.3ومن الشروط الابتدائية ) 

)الشروط الابتدائية، المتممة، التالية لأجل الحقول المتممة  , , )  μفي ({0}    :) 

(71.3)                  

(0) (0) 0 ( 0)

(0) (0) 0 ( 0)

0skew , θ ,

skew , ,

, = =

 =

 = −

 = −

μ μ μ

μ μ μ

 

 
  

]يدل على الجزء التناظري العكسي؛ skewحيث الرمز  ]
T1

skew ( )
2

i ji j= e e =  −   ؛  بالتالي تأخذ الشروط الإبتدائية السابقة

 :{0}الشكل الديكارتي التالي في 

 (72 .3)                     

(0)

(0) 0 ( 0) (0) 0 ( 0)

(0) (0) 0 ( 0)

(0) 0 ( 0)

[ ] 33

3 3 3 3 3 3

[ ] 33 3 3 3

3 3 3

0 0

0

, θ ,

[ ] ,

[ ] ,

,

,

, , ,

σ σ σ

μ μ μ μ

σ σ σ μ μ

μ μ

   

     

      

  

 
 

 



 


 

  = = =

−
 = − = −

+

  = = = −

−
 = −

+

 

 علماً أن:
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(73.3   )                             

(0) (0)

(0)

[ ] 3

, ,

2

1

2

[ ] ,

( ) ,

σ ω f

ω f f

     

     

= − +

= −
        

وتنتج  
0 ( 0)

3μ  0، عن وضعt ، في عبارة الانفعالات الكلاسيكية    =
0

3μ ( ، حيث ينتج لدينا: 3. 53و)  (56.3) ، الناتجة عن دمج العلاقتين 

(74.3       )                           
0 ( 0)

,3

1
( )

2
μ f      = +  

 كما أن:

(75.3   )                           

(0) (0)

(0)

[ ] 3

, ,

2

1

2

[ ] ,

( ) ,

σ ω g

ω g g

     

     

= − +

= −
        

وتنتج 
0 ( 0)

3μ   0، عن وضعt في عبارة المشتقات الجزئية الزمنية للانفعالات الكلاسيكية:   =
0

3μ   والناتجة بدورها عن دمج المشتقات ،

 ( ، فينتج: 53.3( و)56.3الجزئية الزمنية للعلاقتين )

(76.3            )                      
0 ( 0)

,3

1
( )

2
μ g      = +  

 ، نحصل على:   (23.3)الآن من العلاقات التأسيسية    

Tالعلاقات التأسيسية العكسية، المتممة، المحققة في     : 

(77.3)

           

[ ]( ) 1

3 3 1

1 1 1

2 2 2

1 1
2

2

( ) ,

, ( ) ,
( )

T

T

γ σ σ λ e

κ e σ
μ λ

      

  

 
  

 
 

    = + − − 

    = + 
+ +

=

 

                                       نحصل على:      (3. 55) ( و25.3( و) 24.3أخيراً ، من العلاقات )      

Tالعلاقات التي الإزاحات والدورانات، المتممة بدلالة الإجهادات المتممة ، والمحققة في     : 

(78.3         )                            
1( ) ,u t R − =     

(79.3)      

0 0

3 3 , 3 ,

1 1 1
3 3 3 ,

1 1
( ) ( )

2 2

1ˆ ˆ[ ( )] ( ) ( )
2

g g f f

J t R Y J t R t R

       

   



− − −

 = −  + −  +

+  + +  −  

 

الإجهادي     الوصف  مسألة  الكلاسيكي)  -بحل  الكلاسيكية  3. 45)  -(56.3الحراري،  الحقول  على  نحصل   ،  )

0 0 0 0 0 0 0( , , , , , , ) μ κu    الإجهادي الوصف  مسألة   بحل  بعدها    .–  ( المتمم  الحقول    ( 67.3)  -(3. 79الحراري،  على  نحصل   ،

المتممة )الفيزيائية  , , , , , , )     μ κu     العلاقات في  بالتعويض   ، أخيراً  الحل(62.3).  على  نحصل   ،( , , , , , , ) μ κu     ،

 (. 49.3) -(  62.3الحراري، الأصلية ) -لمسألة الوصف الإجهادي

 (:Conclusion and Results) الخلاصة والنتائج. 5

الة المستوية الأولى  اضع لحرارة، ضمن الحالخ  ) E-N:5  2D  ( لأجل الجسم الصلب المرن دقيق الاستقطاب:  من خلال الدراسة السابقة وجدنا أنه   

المرنة،  العام لهذا الجسم، وإلى مسألة    Schaferتعميم طريقة متجه  ب    قمنا   للانفعالات  إلى مسألة    Schaferتعميم طريقة متجه    الوصف التقليدي 

 . ) E-N:5 2D (  لهذا الجسم Ignaczakوصف 

، وهذه    ) E-N:5  2D  (   التنسورية بالإجهادات والحرارة، والتي تحكم الجسم  Ignaczakطريقة تحليلية جديدة لحل معادلات  الأمر الذي يعطي  

 المواد. أهمية كبيرة في نظرية الصفائح ومقاومة الدراسة تملك  
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Conclusion 

In paper, for the 2D (E-N:5) considerable body, we generalize the Schaefer vector method to: I) The Traditional 

Description of the 2D (E-N:5) considerable body, 

II) The Ignaczak Description of the 2D (E-N:5) considerable body.  

Our paper supply us with new analytical method for solving  2D-initial-boundary value problem of Ignaczak 

type of the 2D (E-N:5) elastic solid, which has important applications for example in composite theory and 

material resistance.     
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